Anales Acad. Nac. de Ing. Buenos Aires, Tomo IV (2008): pp. 421 - 438

SIMULACION MATEMATICA: APLICACIONES
EN LA INGENIERIA®

Ing. Alberto Hugo Puppo
Académico de Numero

La Simulacién Matemética es un procedimiento aplicable a una amplia
gama de problemas de diversa indole en Matematica, Fisica, Ingenieria en ge-
neral, Economia, Ciencias Sociales, etc., desarrollado inicialmente por Enrico
Fermi, John von Neumann y Stalislaw Ulam en las décadas del 30, 40 y 50 del
siglo pasado.

El procedimiento se basaba en los nimeros aleatorios puros, es decir, en
numeros elegidos al azar, tales como los 2.500 de 5 cifras dados en el Handbook
of Mathematical Functions de Abramowitz y Stegun. La simulacién consiste
en la repeticiéon de esquemas de célculo basados en datos generados con nu-
meros aleatorios que responden a determinadas funciones de distribuciones de
probabilidad (fdp). Los resultados obtenidos tienen histogramas que, a su vez,
pueden aproximarse con apropiadas fdp.

La convergencia del procedimiento es lenta y requiere un elevado nimero
de repeticiones para obtener resultados con una precisién aceptable. En conse-
cuencia, el procedimiento basado en el empleo de tablas de nimeros aleatorios
es engorroso y de poca practicidad. Con el avenir de las computadoras, los ni-
meros aleatorios puros se sustituyeron por los nimeros seudoaleatorios, que
en adelante llamamos, simplemente, nimeros aleatorios. Se trata de niimeros
generados mediante algoritmos matematicos. Estos ntimeros satisfacen ciertos
requerimientos que los asemejan a los nimeros aleatorios puros y pueden ser
empleados en lugar de éstos.

Un algoritmo elemental para generar niimeros aleatorios de cuatro cifras
con distribucién uniforme es el siguiente: se elige al azar un ntimero de cuatro

* Resumen de la conferencia pronunciada en la Sesién Plenaria Ordinaria del 2 de junio de
2008.
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cifras (la “semilla”), se lo eleva al cuadrado, se extraen las cuatro cifras cen-
trales, con éstas se repite la operacién y asi, en sucesion, se genera una serie
de ntmeros de cuatro cifras. Por ejemplo, se tiene la sucesion,

u,=1234  ul=01522756
w,=5227 u =27321529
u, =3215  u;=10336225

w, = 3362wl =11303044
u, = 3030 uf = 097180900

Los numeros aleatorios deben satisfacer requerimientos de uniformidad
(histograma cuasi uniforme), de aperiodicidad (no repeticiones de series de
numeros) y de “no previsibilidad simple” (gran dificultad para prever el niime-
ro siguiente en el cdlculo). Practicamente todos los lenguajes de computacion
incluyen un generador sofisticado de ntimeros aleatorios.

En las Figuras 1, 2 y 3 se muestran histogramas normalizados (4rea
unitaria) de nimeros aleatorios comprendidos entre 10 y 30 obtenidos con
simulaciones de 200, 2000 y 20000 repeticiones, respectivamente. Se observa
que la uniformidad del histograma, y por lo tanto su “precisién” como serie de
numeros aleatorios, aumenta con la cantidad de simulaciones.

Cuando en las aplicaciones de la simulacion se habla de probabilidad, siem-
pre se la debe entender como limite de una frecuencia al aumentar el nimero de
repeticiones. A fin de ilustrar este concepto, se calcula la frecuencia en funcién
del nimero de repeticiones en una simulacién de ensayos de probabilidad 0.5
(cara o cruz al arrojar una moneda). En la Figura 4 se muestra el resultado de
una simulacién de 1.000 repeticiones, que permite apreciar la convergencia.

En las aplicaciones de la simulacién matematica es necesario, en general,
contar con nimeros aleatorios con diversas fdp. En la Figura 5 se muestra un
histograma de 10.000 ntmeros aleatorios con fdp normal de valor medio 20 y
desviacion estandar 2.

En su forma més simple, la aplicacion de la simulacién matematica a
la resolucién de un problema determinado puede resumirse en el diagrama
siguiente:
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‘ Datos: fdpk, n,s i ‘

‘ Algoritmo del problema‘

‘ Resultados directos: ay ;

Resultados procesados: my , s 4 » histograma y,

Los % datos se expresan mediante sus fdp, generalmente definidas mediante
s6lo los dos parametros (valor medio y desviacion estandar). Para cada repeticion
¢ del calculo empleando el algoritmo del problema, se obtienen los resultados
directos para cada resultado, que puede ser uno sélo. Luego se procesan los
resultados directos para obtener sus valores medios, desviaciones estandar e
histogramas. Eventualmente, los histogramas pueden aproximarse mediante
fdp’s adecuadas y calcular, por ejemplo, valores caracteristicos.

En problemas especificos es necesario refinar el procedimiento de aplicaciéon
de la simulacién matematica. Por ejemplo, la determinaciéon de la probabili-
dad de falla de las estructuras no puede hacerse en forma directa porque se
necesitaria una enorme cantidad de repeticiones. En cambio, puede emplearse
una simulacién orientada, tal como la descripta en “Evaluation of Probabilities
Using Oriented Simulation”, Puppo A. H. y Bertero R. D., ASCE, Journal of
Structural Engineering, Vol. 118, No. 6, junio de 1992.

Cuando el valor de un dato de un problema determinado responde a mul-
tiples factores, puede adoptarse una fdp de distribucién normal de acuerdo con
el teorema del limite central de la Teoria de las Probabilidades. Si se conoce
una estadistica para el dato, o sea, un histograma, puede ajustarse una fdp
adecuada. Para determinados fenémenos, se emplean fdp que, como se sabe
de acuerdo con estudios estadisticos y razonamientos matematicos, resultan
apropiados. Por ejemplo, los niveles méaximos anuales de creciente de un rio
responden a una Distribucién de Maximos Tipo I (Gumbel).

Como un primer ejemplo de aplicaciéon de la simulacién se considera una
viga de hormigén armado en ménsula de longitud / , seccién rectangular de

anchob y altura /1, sometida a una carga permanente uniforme g y a una



424 ACTIVIDADES DE LAS SECCIONES DE LA ACADEMIA

carga accidental P, de corta duracién y aplicada en el extremo libre. La de-
flexién del extremo libre esta dada por,

P gl P
=— | =(1+0)+—
E—x
12

siendo: F , el médulo de elasticidad longitudinal del hormigén; K , un factor
que tiene en cuenta la cuantia de armadura y la fisuracién; ¢ , el coeficiente de
deformacion diferida y contraccion de fraguado del hormigén.

Se adoptan fdp normales para todas las variables aleatorias, cuyos valores
medios y desviaciones estandar son (unidades basicas: kN, m):

u, =24000000, o, =2000000, u, =030, o,=0.01,

i, = 0.80, G, =0.02, W, =0.60, o, =0.15,
1, =7.00, 6,=0.20, i, =9.00, ©,=0.90,
W, =2.50, G, =0.30, 1, =20.00, ©,=4.00,

Con 1000 repeticiones, una simulacién arroja valores de la deflexién minimo
y maximo de 0.024 y 0.301, respectivamente. Ademas, permite calcular el valor
medio de 0.070 y la desviacién estandar de 0.027.

Con los 1000 valores de la deflexién obtenidos con la simulacién puede
construirse un diagrama normalizado que, en este caso, puede aproximarse
con la fdp de Gumbel Maximo Tipo I,

Sl(x)=a exp[—a (x—u)-e™ (x—u):|

En la Figura 6 se muestran el histograma normalizado y la funcién f1 (x )
Puede calcularse, por ejemplo, la probabilidad de que la deflexion sea
mayor de 0.100 como,

pu= [ f1(x) dx=0.124
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o0 sea, una probabilidad del 12.4 %. Analogamente, la probabilidad de que la
deflexién sea menor de 0.03 es,

.03
Por= [ F1x) dx=0.025

es decir, una probabilidad del 2.5 %.

En un segundo ejemplo, se aplica la simulacién matematica para obtener
una “senal aleatoria” correspondiente a la velocidad del viento en funcién del
tiempo distribuida segtin el espectro dado en el Eurocédigo. Se empieza por

generar una sefial de ruido blanco aleatorio #, (fdp normal normalizada con

valor medio nulo y desviacién estandar unitaria) de f, = 2400 s de duracién y
formada por n = 65535, valores que se representa en la Figura 7.
Mediante el empleo de la Transformada Réapida de Fourier (FFT) con,

fa:l=4.167-10-41, fi=rJ, J=L2 b
t s 2

a

se genera el espectro correspondiente Suj mostrado en la Figura 8.
El espectro del Eurocédigo se expresa como,

6.8;
G((]))z —

3
(1 +10.2 q’LJ
Vm

y se lo muestra en la Figura 9, con la frecuencia ¢ (1/s) en abscisas con escala
logaritmica y adimensionalizado (G (¢)¢ / Y 2) en ordenadas, para L=150m,
V. =32m/s, 6 =4.5m/s .

Los valores discretos S ; de G(¢) y la FFT de la sefal simulada 7Z,
son,
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n+1
szfaG(fj), Tz, =Tu, ZSj

siendo Tuj la FFT del ruido blanco aleatorio. Antitransformando 7Z se obtiene
la senal simulada z representada en la Figura 10, que responde al espectro

G(9)

Finalmente, en la Figura 11 se muestran, adimensionalizados, el espectro
discreto de la senal simulada SZ y el espectro continuo G@)) Es de hacer
notar que para valores bajos de la frecuencia los valores de Sz difieren consi-

derablemente de los de G ((1)) . Sien un andlisis posterior es necesario utilizar

los valores de Sz es conveniente suavizarlo empleando el “Gaussian Kernel
Method” o alguno similar.
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Numeros seudo aleatorios - Histogramas

Distribucion uniforme

m:= 200 a=10 b= 30 Y= runif (m,a,b)
Yiin := min(Y) Yoin = 10.112 Ve := max(¥)
Numero de intervalos : N:=10

Ymax_ Ymin

Intervalo:  Axy = N Axy = 1.987
Histograma :
H = histogram(N, Y)
Histograma normalizado :
2
o, H g
H, = Ay H, =1
" m~AxH HZ "

Yy = 29.983

12 14 16 18 20 22 24
B0
Figura 1
u:= mean(¥) p=20.199 o= stdev(Y)
o= 6=0.273

g
u

26 28

o=15511

30
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Distribucion uniforme
m = 2000 a=Id b= 30 ¥:= rimifim,a.B)
T = m{f} Yo = 10,009 j— mnu:l:f':l ¥ = 29004
Momeno de Irtenakos 2 NI
Fow - T
intervalo : iy e me gy - 1980
Histograma :
H = histogram(¥, )
Histograma normalizado :
B
A N A
' e ﬂﬁlE n
i
i
g2

18 I8 2
riy
Figura 2
i == moan| ¥} o= 20003 o= stdev( ) o= 578
Gim = 5= 0289

=
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Distribucion uniforme
ma= 10000 @ IO b= 30 ¥:= runjfim,a,b)
Momem de meEralos : N om I
F..-T
Intercalo ;. ATy = I, T Afpr = 2
N
Histograma :
H = histogram(N. )
Histograma normalzado :
]
¥ B : L
g
i
2

18 I8 ]
e
Figura 3
i = mean{ T} oo 10005 o= sudev| X o= 5780
&= = 5=029

I
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Grandes numeros : Frecuencia -> Probabilidad

(Con CTRL + F9 recalcula con otra SEED)

_ 1
pi=05 wpi=rmd(1)  wg=1.675x 1077 ap= if(uog 5 ,1,0) ap=1
. . aj+]
n:= 1000 i=0.n wpi=md(l) ai;=ai+if(ui<p,1,0) firl = .
i
0.8
0.6
Jir1 W\,\
w’\.,\ )
L.
04
0.2
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

i+1

Figura 4
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Numeros seudo aleatorios - Histogramas

Distribucion normal

m:= 2000 =20 o=2 X:= rnorm(m,,u,a)
Xopin := min(X) Xopin = 12.998 X = max(X) X = 26.857
Numero de intervalos : N:=10

Xmax - Xmin

Intervalo :  Axy = N vy = 1.386
Histograma :
H := histogram(N, X)
Histograma normalizado :
2
A AxH-ZH,,<2> =1
M'AXH

0.2
Hn<2>
o
0.1
01 2 14 16 18 20 22 24 26 28
0
Figura 5

= mean(X) 1= 20.007 o= stdev(X) o=2.067
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Deflexiéon de una ménsula (kN, m) ORIGIN = 1
7 ol P ol
w(E,b,h,xk,1,8,4,P) = —————| (1 +¢) + = M(1,g,P) =1l == +P
b3 8 3 2
E—.
2
UE = 24000000 og = 2000000 = 0.30 oy = 0.01
= 0.80 oy = 0.02 Ui = 0.60 o= 0.15
= 7.00 op:=0.20 g = 9.00 og = 0.90
Hy=2.50 oy:= 030 up = 20.00 op = 4.00
6-M,, 4
My = M( gy, pag pip) M, = 360.5 O = 5 O = 1.127x 10
Uy gy
Wn = W s s 1 e 111 g s s 11P) Wy = 0.064
m = 1000
VE = rnorm(m,yE, O'E) Vb = rnorm(m,y;,, o‘b) Vh = rnorm(m,,u;,, o‘;,)
Vi:= rnorm(m,y,(, o‘,() Vi = rnorm(m,,ul, 0'1) Vg := rnorm(m,,ug, O'g)
Vg = rnarm(m,/t¢, o-¢) VP .= rnorm(m,,up, ap)

i=1.m V= w(VE;, Vb, Vhi, Vi, Vi, Vei, Vi, VP))
Ly = mean( Vw) iy = 0.07 Oy = stdev( Vw) oy = 0.027
Winin = min(Vw) Wyin = 0.024 Winax = max( Vw) Wiay = 0.301

Ny =30 H:= histogram(n,-m, Vw)

200

#2100

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

0
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Distribucion de Maximos Tipo | (Gumbel) :

F 4
Parametro de la inversa de la dispersion - a= a=47541
\/E'CTN'
Constante de Euler-Mascheroni N:= 10000
N
1
yi= Z = —In(Nv) y=0.577
p
p=1I
Parametro de valor medio U= My — A u=0057
o
Funcién de densidad de probabilidad - fl(x) = a’-exp[—a-(x —u)—e & (‘F")]
Funcién acumulada de distribucién- Fi(x) = e:.p[—eﬁ C('('Yf“)]

Wimax — Winin

A=9232%x10"3

Histograma normalizado : A=
Ryt
(),
Ji= 1. npy hi=
m J o A
0 Winax = Winin
X=0,0+————— .. Wyax
1000 max
30
h
o
J1s
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

#0 x

53

Figura 6
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Sefial aleatoria con especiro de viento generada con fft

I _al —a-
fyom MO0S fym —  fy— 416710 2 fem=1f Suw—8333. 0077 =
k=16 n=2_] 1 = 63535

I, I 1 S I
o= Af = L0375 o= a Jo= 27 306— Jom = = o = 13853 —
[Myguist)
r=0_n fpm Aty W=rmogmin+l_0.1) [adimensisnal)
3
i el A 2O k1L
I
I
Figura 7
iy = TN N} iy - -J.378 « .!I:'_'r iAproxmackia a caro)
oy o= Sh 1) gy =1 [Mprodimackn a i3 uridad)
T = fMHm) N o= Jazr| T N=3277c 20"

\_,'. - 0. N .irl - ju'u" SH_' o _f"'l |IH.I'| :3




SECCION INGENIERIA CIVIL

435

Figura 8
| N
Desviacién calculada con el especro - o= | Z Suj o,=1
]
Vi=0
“one side” espectro de viento (Eurocddigo) =
- a L m _m
L:=150-m V= 32.= o=45—
35 5
L
O’_S-IT
2
G[ {,-f-] = 7]"5 g MOTA : Se usa ¢ en lugar de f porque fya se usd como vector
. ]
' ¢L)
1+102-2=|
| Ve )
| 100
# m
Verificacion directa : op = | Gl g} dg op=4.492 —
|Jo :
| s

= r.‘]‘_-ﬂlt.‘I‘I-i ..Gﬂ'_“-i L0
5 5

[E




ACTIVIDADES DE LAS SECCIONES DE LA ACADEMIA

436

Sefial simulada :

0.2 —
Gl é)-é ™
2 N
& g1 w
— ] hh‘“““"—-—-—..._‘_
1963 0.01 01 i 10
g
1
&
Figura 9
Espectros discratos (vectores) - .Sj e G-[j}]
. ) | » _m
Verificacion con el espectro discreto : o4 = | Z SJ= g = 4485 =
Vj=0
Espectro de la sefial simulada : I__'J- = _”J _\"-S"Ja
7= IftlIz)
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1|J'
- l MLAS e
R 1L T |' R PR,
&
=20
] 300 1000 1500 2000 2500
iy
s
Figura 10
Mz = mean|(z) A =—0.505 ;_r: a, = sidev(z) g, = 4.883 ?

E=zpectro (vector) de |a sefial simulada :

)2 o=49352
5

I
SIJ'I= I,[|.T_'J

0.003

0.0025

2 0.002
Szjf;

— 00015

% poor '
H .

3-10 1

1963 0.01 0.1 I 10
j:i"

Figura 11




